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Das Ziel dieses Artikels ist es, Formeln fur das Volumen und die Oberflache-domen-
sionalen Kugeln herzuleiten. Auf diesem Weg wird das Wallis-Produkt berechnet, und einige
Eigenschaften der Gaul3’'schen Gammafunktion werden prasentiert.



Das Wallis-Produkt

Da wir spéater darauf zuriickkommen werden, beginnen wir mit der Berechnung der Integrale
/2
/ sin” x dzx.
0

Dazu nehmen wir zunachst> 2 an. Partielle Integration und trigonometrischer Pythagoras
ergibt
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Bringen wir den letzten Term auf die andere Seite, so erhalten wir die Rekursionsformel
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0
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erhalt man fir gerades = 2k
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und flr ungerades = 2k + 1
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Dies ist eigentlich schon alles, was wir fir spater bendtigen. Da wir aber schon so kurz davor
sind, gehen wir noch etwas weiter und leiten die erwéhnte Produktformel ab.
Dafur0 <z < w/2gilt 0 <sinz < 1 folgt

sin? 1 g < sin?* ¢ < sin? 1 g

und somit auch
/2 w/2 /2

/sinzkﬂ rdr < /sin% rdr < /sin%_1 xdx.

0 0 0
Einsetzen der eben abgeleiteten Produktformeln ergibt
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und Division durch das rechte Produkt
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Dies ist die berihmt&\allis sche Produktformel.

Die Gammafunktion

Als nachsten Schritt leiten wir einige Eigenschaften der Gammafunktion ab. Diese wurde im
Artikel Uber dieFakultateingefuhrt als Verallgemeinerung der Fakultat auf die reellen (und
komplexen) Zahlen. Sie wurde dort definiert als

o0

[(x) = /tm_le_t dt.

0

Ebenso wurde gezeigt, dass siefir 0 die Funktionalgleichung

F(z+1)=al(2)

1Wir betrachten hier ausschlie3lich reetie
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erfullt. Mit I'(1) = I'(2) = 1 folgt daherT’(z) = (= — 1)!. An der Funktionalgleichung sieht

man sofort, dass die Gammafunktion zunachstabet 0 und dann weiter fur alle negati-

ven ganzen Zahlen Pole hat, die sich als ungerade herausstellen. Man erhalt namlich mit der
Funktionalgleichung

z4+2)=T((z+1)+1)=(z+DI'(z+1) = (z+ 1)zl'(z)
und allgemein
Fz+n+1)=@+n)(zr+n-1)---z(x).

Daran erkennen wir, dass die Gammafunktion bereits durch ihre Werée<ttiz: < 1 voll-
standig bestimmt ist. Durch Division erhalt man

I'(z+n+1)
r(x+1) - (x+n)

[(z) =

woraus man flr := —n die Behauptung tber die Polstellen erhalt.
Wir setzen unsere Untersuchungen damit fort, dass wir die Definitionsgleichung etwas um-
formen. Wegen
¢ = lim (1 + f)
n— oo n

schreiben wir

n

[(z) = lim [ ¢! (1 - E) dt.
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0
Nun fuhrt partielle Integration auf
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Dieses Integral wird erneut partiell integriert
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so dass man flr das ursprtingliche Integral
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erhalt. Nach weiteren — 2 partiellen Integrationen ist der stérende Term verschwunden, und
man hat

n
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Somit folgt die wichtigeGaul’ sche Produktdar stellung

n!-n®
P(z) = li .
(@) = T

Wir zeigen nun, dass sie sich direkt aus dérerstrafld schen Produktdar stellung

ef’yx a X -1
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x He +k‘
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mit der Euler-Mascheroni-Konstanten
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ergibt. Dazu rechnen wir
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was auch schon die Behauptung ist.
Fur die letzte Formel greifen wir auf dieartial bruchzerlegung des Cotangens

1 < 2
t = — —_—
mTeot - + ]}:1 22



zuriick. Hieraus ergibt sich digallis sche Produktdarstellung des Snus®

sinmmx = WJZH (1 — ﬁ) .
k=1

Durch Differentiation folgt ndmlich einerseits

(sinmz)’
—— =mcotmx
sin Tx

und andererseits

(ﬁ(l‘k—)) 1 °°—2m< a:2>_1:1

k=
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> 1'2 A — k’2
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Damit haben wir

oder

gilt. Nun ist jedoch

z—0 €T N z—0 1
und

worausC' = 7 und damit die Behauptung folgt.

2Fiir eine Herleitung siehe den Artikel (idéourier-Reihen
8 Mit = = 1/2 folgt das Ergebnis aus dem letzten Abschnitt.
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Die Verbindung zur Gammafunktion lasst sich nun leicht herstellen:

1 ) 1 n 1 n
TEl(i—a) ook (nn' 'H<x+k)‘m'l—[(1—x+k)>

k=0 T k=0

. Dk — a2 ) n+1l—zx
”'JE&(H 2 )',}LH;O(T)
k=1
s T sin Tx

Mit = 1/2 folgt I'(1/2) = /7.

Es wird sich spater als vorteilhaft herausstellen, wenn wir die Wefte'2 + 1/2) und
I'(n/2+ 1) fur natrliches: kennen. Dazu benétigen wir nichts weiter als die Funktionalglei-
chungl’(z + 1) = zI'(z). Sei zunachst gerade. Dann gilt

n/2 n/2

o5 s I - o =ve IT#5

Jj=1

und
n/2

n 27
r (5 + 1) = /21 =[5
j=1
Den Beweis fuhren wir durch Induktion. Die Formeln stimmemfie 2 wegen

(32t p(ly_ V7
2 2 2 2
undI'(2) = 1. Nehmen wir nun an, sie gelten fiir— 2. Dann folgt

r n+1 T n—1+1 :n—l'F n—1
2 2 2 2

n/2—1 n/2

:n 2n/21 sz—l 2n/2 H2_1

und
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nach Induktionsvoraussetzung. Sei nuangerade. Dann haben wir die Formeln

f(5) - (- TS




und

n ﬁ (n+1)/2 (n+1)/2 2] 1
J= J=

zu zeigen. Diese ergeben sich aber unmittelbar durch die Substitutiorenk — 1 bzw.
n — k 4+ 1 aus den zuvor Bewiesenen. Es bleibt nur noch, die erste Formel firl zu
Uberprufen, was aber wegéh= 1 trivial ist®.

Volumen und Oberflache der Kugel im R”

Allgemein ist die (euklidische)-dimensionale Kugel mit Radiusdefiniert als

n
in grz}.
k=1

In den bekannten Fallem = 1 erhalt man das Intervall-r, r] mit LangeV;(r) = 2r, fur
n = 2 den Kreis mit Flaché,(r) = 7r? und furn = 3 schlieBlich die Kugel mit Volumen
Va(r) = 4/3xwr3. Es ist erstmal kein Zusammenhang zwischemnd demn-dimensionalen
VolumenV,(r) zu erkennen. Dennoch gibt es eine geschlossene Formel. Diese lautet

K,(r)= { (x1,...,2,) €R"

2qrm/2 n /2 n

Vo) = e T T
Wir sehen sofort, dass sie fur die uns bekannten Falle das richtige Ergebnis liefert. Wir gehen
nun daran, sie durch Induktion zu beweisen. Zunachst bemerken wir, dass aus Symmetrie-
grundenV,,(r) = "V, (1) gilt und es somit genugt, sich auf das Volumen der Einheitskugel
zu beschranken. Sei die Formel alsoiii 1 richtig. Die Einheitskugel inR™ liegt zwischen
r, = —lundz, = 1. Die Ebenen,, = const. schneiden sich daher im Bereiehl < z,, < 1
mit K, (1) in einer(n — 1)-dimensionalen Kugel mit Radiug’l — 22. Das Volumen dieser
Kugel ist nach Induktionsvoraussetzung

3\ AV 25 (n—1)/2
Vici(W/1—22) = (1T (n_—l) (11— xn)( )/2

2

Das Volumen der Einheitskugel ist nun einfach

/ 2 2yt / 2\ (n—1)/2
Vn(l):/Vn_l(\/l—xn)dxn: =1 (=) /(l—a:n)( )2 dg,,.

-1 -1

Man findet mit der Substitution,, = cost

1 0 ™ 7r/2
/(1 —22) 24y, = /sin”_1 t(—sint)dt = /sin”tdt =2 / sin” ¢ dt.
-1 s 0 0

4Das leere Produkt ist per Definitidn



Dieses Integral haben wir aber zuvor berechnet. Es lautet fur getades

w/2

7r —
/sin”tdt:—~H J ‘
2 4 27
0 j=1
und fur ungerades
™/2 (2
/sin”tdt = II —
, 27 +1
0 j=1

Mit den Ergebnissen des letzten Abschnitts kdnnen wir diese Formeln in der Gleichung

fur beliebiges: vereinen. Damit folgt fur das Volumen

oyt T s I ()
vn(l)_(n—l)F(nTl).ﬁ.F(%‘i‘l)_27T/ (n—1r (%) (5 +1)

Nun sind wir auch schon fast am Ziel. Wir schreiben nur noch
n—1 n n—1 n n
(n—1)~F< - )~F<§+1)_(n—1)-f‘< 5 >-§-r<§)
n n—1
—”'F@'F( ) 1)

und erhalten somit das gewtuinschte Ergebnis

+

2m/2

V) = iy

Analytische Werte bis: = 10 und die numerischen Werte fir die Einheitskugel sind in
Tabellel.1angegeben. Machen wir uns nun den Spalf? und treig@n uber reellenm auf, so
erhalten wir die Kurve aus Abbildurig1l. Man erkennt ein Maximum bei ~ 5,26.

n 1 [ 2 3 [ 4 5 6 7 8 9 10
4 2 872 i 167T 7wt 327T 1
g 9 2 | F 3| " 4| 5| 6 - 10
Valr) | 2r o | ogmr® ot e e 905 9 | oas” | 120"
V(1) | 2,00 | 3,14 | 4,19 | 4,93 | 5,26 | 5,17 | 4,72 | 4,06 | 3,30 | 2,55

Tabelle 1.1: Das VolumeR,,(r) dern-dimensionalen Kugel.

10



Abbildung 1.1: Das Volume#,, (1) der Einheitskugel tiber.

Es ist jedoch Gberraschend, dass das Volumen bei wachsenaemer kleiner wird. Tat-
sachlich gilt

lim V(1) = 0.

n—oo

Wir zeigen dies mit Hilfe de&irling-Formel®

nl=T(n+1)~V2mn <E>n
e

Damit kann man das Volumen namlich ganz grob folgendermal3en nach oben abschéatzen:

2,n.n/2 27Tn/2 %2¢ (n—1)/2 9. 4n/2 2.4 (n—1)/2
Vn 1) = ~ <
@ nl'(n/2) ny/m(n —1) <n—1) T nvn—1 (n—l)
B \/§2+27L+(TL—1)+(27L—2) - 1 \/§5n—1
nvn—1" n \/m”

Dies geht aber gegeiy da der erste Faktor gegéngeht und fir den zweiten Faktor die
Abschéatzung

\/§5n—1 < \/mn
& (5n —1)InvV2 < nlnvn — 1

s ln\/§§5n11n\/n—1
n_

SDie Stirling-Formel wird im Aritkel Uiber digakultathergeleitet.

11
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fur hinreichend groR3e gilt.
Kommen wir nun zur Oberflach@,,(r) dern-dimensionalen Kugel. Die Berechnung der

Oberflache lasst sich wegen

auf das bereits geloste Problem fur das Volumen zurtickfihren. Und zwar erhalt man

_OV(r)  2an/?
On) = =5, = Tr2)

3 7an—l

Die erstenl0 Werte sind in Tabelld.2 zusammengestellt. Den kontinuierlichen Graphen
zeigt Abbidlungl.2. Das Maximum hat sich auf ~ 7,26 verschoben. Am asymptotischen
Verhalten &ndert sich jedoch nichts, d. h. es gilt ebenfalls

lim O,(1) = 0.

n—oo

Der Beweis wird als Ubungsaufgabe empfohlen.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
8 2 16 3 , 4 32 4 5
On(r) 2 o20wr | Awr? | 2733 ir4 3rd T r6 7T—r7 T r8 W—r9
3 15 3 105 12
On(l) 2,00 | 6,28 | 12,67 | 19,74 | 26,32 | 31,01 | 33,07 | 32,47 | 29,69 | 25,50

Tabelle 1.2: Die Oberflach@, (r) dern-dimensionalen Kugel.

Rechnung mit Kugelkoordinaten

Man kann die Oberflache einerdimensionalen Kugel schneller ausrechnen, wenn man Ku-
gelkoordinaten inR™ einflhrt. Wie man das konkret macht, braucht uns dabei fir diese Zwe-
cke nicht einmal zu interessieren, es reicht zu wissen, dass es geht.

Es bezeichnér| den euklidischen Betrag

n
[of? =) i
k=1

eines Vektorst = (xy,...,x,) € R". Wir betrachten nun die Integralg in kartesischen

12
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Abbildung 1.2: Die Oberflach@,(1) der Einheitskugel uber.

Koordinaten

R™ TI=—00 Tp=—00 k=1
oo 0
2 2
fr— // exl emnd‘rl...dxn
T1=—00 Tp=—00
0 0 00 n
_ —z? d —x2 d _ —z? d 0
= (§ T s (§] Tn = (§ T = 1y
oo oo — 00

und in Kugelkoordinaten

I, = / / e rm L drdQ,,
r=0 S,
wobeiS,, die n-Sphéare und?,, den Raumwinkel inR™ bezeichent. Nun ist
0u(1) = [ ag,

und somit

13



Mit der Substitutiont = 2 wird

/e—TQTn—l dr = /e—tt(n—l)/Qi dt = l/e—ttn/Q—l dt = F(n/2)
2/t 2 2
0 0 0
und daher in /o
I, = O,(1) (”2/ ).

Wegenl'(1) = 1 undOy(1) = 2w ist nunl, = /I, = /7. Damit haben wir auch schon das
Ergebnis
2 2 27"/

On(l) = T2y = F(n/Q)]{L T T(n/2)
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